Зад. 33/10 – max(suml=1..mxl,k)
Отбелязваме следните позиции в блок-схемата:

- A - след ‘вход(X)’;

- B – преди проверката ‘j < n’;

- C – преди ‘изход(y)’;

- D – преди проверката ‘i > m’;

- Е – преди проверката ‘z > y’.
С тези позиции свързваме следните условия:

- A: X(m, n) – масив от естествени числа, m ≥ 1, n ≥ 1, xi,j ≥ 0

- B: 1 ≤ j ≤ n + 1, y = max(suml=1..mxl,k | k = 1..j-1)

- C:  j = n + 1, y = max(suml=1..mxl,k | k = 1..n)

- D: 1 ≤ i ≤ m + 1, z = suml=1..i-1xl,j
- E: i = m + 1, z = suml=1..mxl,j
Ще докажем следните връзки между тези твърдения:

A → B

B & j = n + 1 → C

B & j ≤ n → D

D & i = m + 1 → E

D & i ≤ m → D

E → B

I. A → B: при j = 1 очевидно е изпълнено 1 ≤ j ≤ n + 1, а при y = 0 тривиално е изпълнено y = 0 = max(suml=1..mxl,k | k = 1..j-1), т.к. j – 1 = 0.

II. B & j = n + 1 → C: заместваме j = n + 1 в условието B и получаваме y = max(suml=1..mxl,k | k = 1..(n + 1) – 1), което съвпада с условието C.

III. B & j ≤ n → D: при i = 1 очевидно е изпълнено 1 ≤ i ≤ m + 1, а при z = 0 тривиално е изпълнено z = 0 = suml=1..i-1xl,j, т.к. i – 1 = 0.

IV. D & i = m + 1 → E: заместваме i = m + 1 в условието D и получаваме z = suml=1..(m+1)-1xl,j, което съвпада с условието E.

V. D & i < m + 1 → D: имаме, z’ = z + xi,j, i’ = i + 1, откъдето z’ = z + xi’-1,j = suml=1..i-1xl,j + xi,j = suml=1..ixi,j = suml=1..i’-1xl,j, КТДД.
VI. E → B: имаме j’ = j + 1; разглеждаме два случая:
а) z < y, т.е. suml=1..mxl,j < max(suml=1..mxl,k | k = 1..j-1) – тогава имаме max(suml=1..mxl,k | k = 1..j) = max(suml=1..mxl,k | k = 1..j-1) и тъй като в този случай y’ = y = max(suml=1..mxl,k | k = 1..j-1), то B е изпълнено.

б) z ≥ y, т.е. suml=1..mxl,j < max(suml=1..mxl,k | k = 1..j-1) – тогава имаме max(suml=1..mxl,k | k = 1..j) = suml=1..mxl,j = z и тъй като в този случай y’ = z, то B е изпълнено.

Доказахме връзките A → B → D → D → … → E → B → D → D → … → E → B → C, с което частичната коректност на програмата е доказана.

За тоталната коректност на програмата е достатъчно да докажем, че вътрешният цикъл D → D → … → E ще завършва за всяка стойност на j и че външният цикъл B → B → … → C ще завършва.

Забелязваме, че за всяка стъпка на вътрешния цикъл имаме i’ = i + 1 и тъй като в началото имаме i = 1, то с последователните итерации на цикъла i ще обхожда последователно редицата от положителни естествени числа.  Тъй като по условие m ≥ 1, то допускането, че условието i > m не може да бъде достигнато, ще доведе до заключението, че съществува безкрайна редица от последователни естествени числа, започваща от 1, която е ограничена отгоре (от m + 1), т.е. до противоречие.  С това завършването на вътрешния цикъл е доказано.

За външния цикъл аналогично разглеждаме редицата от последователни стойност на j – редица от последователни естествени числа, започваща от 1.  Тъй като по условие n е положително естествено число, то и за тази редица допускането, че тя е безкрайна и ограничена отгоре от n + 1 ще доведе до противоречие, следователно и външният цикъл ще завърши.
Зад. 33/9 – растяща функция
Означаваме с A, B, C, D и E съответно точките 1, 2, 5, 3, 4 от блок-схемата и свързваме с тях следните условия:

· A: m < n & f(m) ≤ x < f(n)

· B: m ≤ i < j ≤ n & f(m) ≤ f(i) ≤ x < f(j) ≤ f(n)

· C: m ≤ i < n & f(i) ≤ x < f(i + 1)

· D: f(i) ≤ x < f(k) ≤ f(n) & m ≤ i < k < j ≤ n

· E: f(i) ≤ f(k) ≤ x < f(j) ≤ f(n) & m ≤ i < k < j ≤ n

Ще докажем следните връзки между тези условия:

· A → B

· B & i = j – 1 → C

· B & i < j – 1 & f(k) > x → D

· B & i < j – 1 & f(k) ≤ x → E

· D → B

· E → B
При разглеждането на последните четири връзки ще имаме предвид, че при i < j за k = (i + j) div 2 имаме i ≤ k < j, като равенство се достига тогава и само тогава, когато i = j – 1.  И наистина, при j > i + 1 имаме (i + j) div 2 ≥ (i + i + 1) div 2 = i, както и (i + j) div 2 < (j – 1 + j) div 2 < j.  Обратно, при j = i + 1 имаме (i + j) div 2 = (i + i + 1) div 2 = i < j.
I. A → B: заместваме i = m, j = n, m < n → m < m + 1 ≤ n в условието A и получаваме m ≤ i (=m) < j (=n) ≤ n & f(m) ≤ f(i) ≤ x < f(j) ≤ f(n).
II. B & i = j – 1 → C: заместваме j = i + 1 в условието B и получаваме f(i) ≤ x < f(i + 1).

III. B & i < j – 1 & f(k) > x → D: по-горе показахме, че i < k < j, така че имаме m ≤ i < k < j ≤ n; от f(k) ≥ x пък получаваме f(i) ≤ x < f(k) ≤ f(n).
IV. B & i < j – 1 & f(k) ≤ x → E: по-горе показахме, че i < k < j, така че имаме m ≤ i < k < j ≤ n; от f(k) ≤ x и i < k получаваме f(i) ≤ f(k) ≤ x < f(j) ≤ f(n).

V. D → B: тъй като в този случай i’ = i, j’ = k, то от i < k < j и f(k) > x получаваме f(i’) ≤ x < f(j’).

VI. E → B: тъй като в този случай i’ = k, j’ = j, то от i < k < j и f(k) ≤ x получаваме f(i’) ≤ x < f(j’).

Така доказахме частичната коректност на програмата.  За тоталната коректност е необходимо да докажем, че при начално условие i = m, j = n след краен брой стъпки ще получим i ≥ j – 1.  Тъй като на всяка стъпка имаме i < k < j, то на всяка стъпка разликата между i’ и j’ е поне с единица по-малка от разликата между i и j.  Така за разликата i – j – 1 получаваме една строго намаляваща редица от естествени числа с начало n – m – 1.  Допускането, че тази редица е безкрайна, ще ни доведе до противоречие, тъй като тя е ограничена отдолу от 0; това противоречие показва, че тази разлика неизбежно ще приеме стойност 0, в който случай ще имаме i = j – 1 и изпълнението на програмата ще завърши.

Зад. 29/6 – деление с остатък
Означаваме следните позиции в блок-схемата:

· A – след ‘вход(x, y)’;

· B – преди проверката ‘i = 0’;

· C – преди ‘изход(q, r)’;

С тези позиции ще свържем следните условия:

- A: x ≥ 0 & y > 0;

- B: q*y + i + r = x & 0 ≤ r < y & 0 ≤ q ≤ x & 0 ≤ i ≤ x

- C: q*y + r = x

Ще докажем следните зависимости между тези условия:

· A → B

· B & i = 0 → C

· B & i > 0 & r + 1 < y → B

· B & i > 0 & r + 1 = y → B

I. A → B: за q = r = 0 и i = x очевидно са изпълнени всички условия: 0*y + x + 0 = x, 0 ≤ 0 < y, 0 ≤ 0 ≤ x, 0 ≤ x ≤ x.

II. B & i = 0 → C: заместваме i = 0 в условието B и получаваме q*y + r = x.

III. B & i > 0 & r + 1 < y → B: в този случай имаме i’ = i – 1, q’ = q, r’ = r + 1 и тъй като 0 ≤ r < y – 1, то 0 ≤ r’ < y; също така q’*y + i’ + r’ = q*y + (i – 1) + (r + 1) = q*y + i + r = x.

IV. B & i > 0 & r + 1 = y → B: в този случай i’ = i – 1, q’ = q + 1, r’ = 0 и q’*y + i’ + r’ = (q + 1)*y + (i – 1) + 0 = q*y + y + i – 1 + q*y + r + i.  От 0 ≤ q ≤ x, r = y – 1 и q*y + r + i = x следва q*y + y – 1 + i = x → (q + 1)*y = x – (i – 1) и тъй като i > 0, y > 0, имаме x – (i – 1) ≤ x и съответно 0 ≤ q’ ≤ x.
С това частичната коректност на програмата е доказана.

За тоталната коректност забелязваме, че при всяка итерация на цикъла стойността на i намалява с единица, т.е. редицата от последователни стойност на i е редица от последователно намаляващи естествени числа, започваща от x.  Ако допуснем, че програмата не завършва изпълнението си, т.е. че условието i = 0 никога не е изпълнено, следва, че редицата от последователни стойности на i е безкрайна, т.е. че съществува безкрайна ограничена отдолу строго намаляваща редица от естествени числа.  Това противоречие показва, че допускането е невярно, т.е. програмата задължително ще завърши изпълнението си.
Зад. 28/4 – функция
Ще докажем, че тази програма пресмята стойността на функцията y = x^((x-1)^((x-2)^…^(3^(2^1))), където с ^ е означена операцията повдигане на степен.
Означаваме следните позиции върху блок-схемата:

· A – след ‘вход (x)’;

· B – преди проверката ‘i = 0, y = 0’;

· C – преди ‘изход (y)’;

· D – преди проверката ‘j = y’;

· Е – преди ‘y = z, i = i + 1’.
Ще свържем тези позиции със следните условия:

· A: x >= 0

· B: 0 <= i <= x & y = i^((i-1)^((i-2)^…^(3^(2^1)))

· C: y = x^((x-1)^((x-2)^…^(3^(2^1)))

· D: 0 <= j <= y & z = (i+1)^j
· E: z = (i+1)^(i^((i-1)^…^(3^(2^1)))

Ще докажем следните връзки между тези условия:

I. A => B

II. B & i = x => C

III. B & i < x => D

IV. D & j = y => E

V. D & j < y => D

VI. B & i < x & E => B

I. A => B: за i = 0 е очевидно 0 <= i <= x, а за y = 0 е тривиално y = i ^ …, тъй като 0, повдигната на произволна степен, дава като резултат 0.

II. B & i = x => C: заместваме i = x в условието B и получаваме y = x^((x-1)^((x-2)^…^(3^(2^1))), което е и условието C.
III. B & i < x => D: за j = 0 е очевидно 0 <= j <= y, а за произволна естествена стойност на i имаме (i+1)^0 = 1 = z (тъй като i+1 винаги е по-голямо от 0, не можем да получим неопределеността 0^0).
IV. D & j = y => E: заместваме j = y в условието D и получаваме z = (i+1)^y = (i+1)^(i^(i-1)^…^(3^(2^1)))
V. D & j < y => D: имаме j’ = j + 1, z’ = z*(i+1) или z’ = (i+1)^j*(i+1) = (i+1)^(j+1) = (i+1)^j’.
VI. B & i < x & E => B: имаме i’ = i+1, y’ = z = (i+1)^y = (i+1)^(i^((i-1)^…^(3^(2^1)))) = i’^((i’-1)^((i’-2)^…^(3^(2^1))).  Тъй като 0 <= i < x, то 0 <= i’ = i+1 <= x.
С това частичната коректност на програмата е доказана.

За тоталната коректност ще разгледаме първо вътрешния цикъл.  За стойностите на i при последователните му итерации имаме редица от последователни естествени числа, започващи от 0.  Условието за завършване на цикъла е някой член от тази редица да бъде равен на x.  Тъй като редицата от естествени числа е дефинирана именно така – като последователна редица от числа, започваща от 0, всеки член на която е с единица по-голям от предходния, то i непременно ще приеме стойност x и следователно външният цикъл задължително ще завърши.  С аналогични разсъждения относно j и y виждаме, че и вътрешният цикъл задължително ще завърши.
